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摘 要 为了用普通低成本的广角镜头摄像机实现较大视场的精确定量的图像测量:必须对畸变图像进行校正F
提出了一种简单而精确的径向畸变标定方法:该方法使用栅格阵列标定模板F首先根据畸变图像中特征点之间的

相互位置关系构造出理想图像中的特征点位置B然后以不同的畸变中心假设:计算畸变和理想特征点的矢径坐标:
并通过解线性方程组或多项式拟合求出它们之间的函数关系B最后取矢径均方误差最小的参数组作为标定结果F
该法可同时获得畸变变换和矫正变换的参数F文中还推导了畸变变换多项式系数与校正图像分辨率之间的反幂比

例关系:讨论了畸变函数的阶对校正结果的影响:实验结果表明:取 "阶或 @阶多项式拟合的结果较好F
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1 引 言

当使用普通低成本摄像机来配置测量用计算机

视觉系统时:为了保证测量精度:物体的 >2空间坐
标系与图像坐标系之间的变换关系不能简单地用线

性射影变换来建模F尤其当需要采用广角镜头以获

取尽可能大范围场景的图像信息时:必须对畸变图
像进行校正F
图像几何畸变可分解成两部分3C:#4=径向畸变和

切向畸变F如能预先知道畸变模型:则进行几何校正
后就可应用针孔摄像机模型来进行视觉计算F然而
制造商一般不提供镜头的畸变模型:并且批量生产
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中不可避免地随机性导致同一规格型号镜头的畸变
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参数一般也不相同!这就需要有简便的方法来获取
镜头畸变参数!研究表明"在大多数机器视觉应用中
可不必考虑切向畸变#$%!
已有的径向畸变标定方法大致可分为 $类!第

&类使用标定模板#$’(%"根据模板上特征点的图像位
置与其理想位置的偏差或对应来求畸变参数)如果
已知特征点空间坐标及若干摄像机运动"则可同时
求出摄像机内外参数!第 *类不用标定模板"其基于
射影变换将直线映射为直线的性质"迭代求取将图
像中应是直线的曲线映射回直线的变换#&"*"+%!第 $
类是盲校正方法#,%"它不需要模板"也不必知道景物
知识"其原理是镜头畸变在频域中引入了高阶相关
性"这种相关性可利用多谱分析来检测"畸变量通过
使相关性最小而得到!由于没有利用空间点与图像
点的对应关系"所以一般来说后两类方法不像第 &
类方法适用于图像测量!
本文提出了一种属于第 &类的简单而精确的径

向畸变标定方法!它与其他同类方法的主要区别是
该方法可利用同一组特征点数据"用同样的方法同
时获得畸变变换和校正变换的参数!文中还推导了
变换参数与校正图像大小之间的关系"从而可任意
变化校正图像的分辨率!

- 径向畸变模型

以图像像素坐标系表示的径向畸变模型一般写

为

./0.12 3.45 .1678396
:/0:12 3:45 :1678396

3&6

其中

90 3.45 .16*2 3:45 :16; *

83<60 &
3*6

式中3.4":46是理想图像点的坐标"3./":/6是对应
畸变图像点的坐标"3.1":16是畸变中心的坐标"
83=6是畸变函数!若采用以畸变中心为原点的极
坐标系"则径向畸变模型简化为

9/0 94783946"且 83<60 & 3$6
式中 94是理想图像点的矢径坐标"9/是对应畸变图
像点的矢径坐标!
绝大多数文献中所采用的畸变函数形式为

83960 &2 >&9*2 >*9?2 >$9@2 A 3?6
其中有不少文献更是将其简化为#&"?",%

83960 &2 >&9* 3B6
在所检索到的相关文献中"并未有一篇说明为何在
式3?6中以偶次方升幂)这可能是因为偶次方幂可以
避免式3*6中的开方运算"但仅使用偶次方幂也正是
造成校正误差较大的原因!
考虑到任意一个满足 83<60&的光滑连续函

数 8396可以由其泰勒展开式逼近

83960 &2 >&92 >*9*2 >$9$2 A 3@6
式中

>C0 &
CD8

3C63<6"C0 &"*"$"A 3(6

所以用多项式可以表示任意的径向畸变#+%!本文采
用这种畸变函数表达式!显然"所取的有限阶数近似
表达式阶数越高"余项就越小"相应地"校正精度就
越高!但阶数增加时"所需的计算量也显著增加!因
此在实际应用时"应根据所允许的误差选用适当阶
数的近似表达!

E 径向畸变标定原理

由径向畸变的定义"任意一点的位置畸变仅与
该点极坐标中的矢径坐标有关!将式3$6改写为

9/0 F3946"且 F3<60 < 3+6
或

940 F5&39/6"且 F5&3<60 < 3,6
其中也将 F3=6称为畸变函数"F5&3=6是校正函
数!如果能知道每个特征点的理想和畸变矢径坐标"
则问题可转变为线性方程组求解或多项式拟合问

题!本文的方法是首先根据畸变图像中特征点的排
列构造出理想特征点图像)然后以各种畸变中心假
设计算特征点的畸变和理想矢径坐标"并根据式3+6
或式3,6建立方程组求解或通过多项式拟合求出理
想矢径 94与畸变矢径 9/之间的映射关系 F 3或

F5&6)最后取矢径均方误差最小的畸变中心和对应
多项式系数作为标定结果!该方法使用的标定模板
图案不限"只要能提取出排列成纵横阵列的特征点
即可3这是为了能方便准确地构造理想特征点图
像6!
现在"问题就变为如何求得特征点的矢径坐标!

显然"矢径坐标取决于极坐标系的原点"也即取决于
畸变中心的位置!一旦畸变中心确定了"畸变图像中
特征点的矢径坐标可由式3*6计算!
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!"# 理想特征点图像的构造
考虑极坐标中任意一个图形$若将它绕原点任

意旋转 %$图形旋转前后对应点的矢径坐标相等而
角坐标相差 %&所以$一幅图像绕其极坐标原点的任
意旋转都与原图像在矢径坐标相同的意义下等价&
若畸变中心已知$那么只要模板平面与象平面平行$
无论模板中特征点所连成的纵横栅格线是否与图像

坐标轴平行$都可以构造出与该模板针孔成象的理
想图像旋转等价的一幅图像$使其特征点所连成的
栅格线与图像坐标轴平行&
不失一般性$设模板栅格与摄像机感光阵列的

纵横比都为 ’$则在针孔成象及模板平面与像平面
平行的假设下$图像中的图案与模板图案是相似形&
现在需确定的是$理想特征点相对于畸变中心的坐
标&参见图 ’$设畸变图像的畸变中心是点 ($)*+*
,*-是距 (最近且能构成一个栅格的 .个特征点/
对应在理想图像中 (0是畸变中心$)0*+0*,0*-0分
别是 )*+*,*-的对应点$根据假设$)0+0,0-0是正
方形&因为离畸变中心越近的地方畸变量越小$所以

)+,- 也近似为正方形&可以认为 (1)+,-与

(01)0+0,0-0相似$从而根据 )*+*,*-及 (*(0的
坐标和理想栅格边长$可求出 )0*+0*,0*-0的坐标&

图 ’ 畸变特征点与理想特征点的位置关系

令过 (点与 )-*+,平行的线将 )+分为

2345’6237两段589239’7$过 (与 )+*-,平行
的线将 )-分为 2:45’62:7两段5892:9’7&假设

(0点坐标为53(0$:(07$理想栅格边长为;$则)0*+0*
,0*-0的坐标为
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若记 C’*CD*CE*C.分别是点 (到直线 )-*+,*)+*
-,的距离$则 23*2:由定义可计算如下F

23@
C’

C’A CD 2:@
CE

CEA C. 5’’7

一旦确定了 )0点的坐标$其他理想栅格特征点的坐
标可根据其相对于 )0点的栅格阵列坐标计算而得&
栅格阵列坐标定义为F特征点在栅格阵列中相对于
某个指定的参考特征点的位置$其第 ’坐标为特征
点与参考点所在的阵列列号的差值$其第 D坐标为
特征点与参考点所在的阵列行号的差值&例如$上述

+0*,0*-0相对于 )0的栅格阵列坐标分别为5’$87*
5’$’7*58$’7/而 )0相对于 +0的栅格阵列坐标为

56’$87/余此类推&当特征点G0相对于)0点的栅格
阵列坐标为5H$I7时$有
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!"L 确定理想栅格的边长
通过简单的计算推导$可以得出结论$理想栅格

边长的不同取值对于径向畸变标定结果没有本质的

影响&以下给出一个新的关于数的关系的名词定义&
定义 # 如果存在常数 H和 M5MN87$使两个

变量 O和 P的关系满足 O@MPH$则称这两个变量成

H次幂比例关系$又称 P是 O的 H次幂比例量&当

HQ8时简称为幂比例$HR8时简称为反幂比例&
当 H@’时$O和 P就是通常所说的正比关系/

当 H@8时$O是常量$任何变量都是常量的 8次幂
比例量/当 H@6’时$O和 P就是通常所说的反比
关系&H不要求一定是整数&
定义 L 如果存在常数 H和 M5MN87使两个有

I个有序元素的数组SO8$O’$OD$T$OI6’U$SP8$P’$PD$
T$PI6’U之间的关系满足 OV@MHAVPV$V@8$’$D$T$
I6’$则称这两个数组是 H次幂比例关系&
定理 # 径向畸变函数的系数与校正图像的度

量成反幂比例&
若令空间单位长度在校正图像中的度量为 ;

个像素$径向畸变函数表示为

-5W7@X
I

V@8
YVWV 5’E7

其中$YV5V@8$’$D$T$I7是多项式系数$则当 ;变
化时$相应 -5W7每一阶系数的变化满足 YV;V为常
数&
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换句话说!对于不同的理想栅格边长 "#和 "$!
它们对应的畸变函数系数满足

%#&’
%$&
"#
"( )$

&!&’ *!#!$!+!, -#./

证明 对于任意选择的一个理想栅格特征点

01!令其相对于 21的栅格坐标为-3!,/!则 01的坐
标由式-#*/4式-#$/得

501
6
7

8

9

:01
’
5;1
6
7

8

9

:;1
< "=

3> ?5
3> ?
7

8

9

:6
-#@/

在理想图像中取极坐标系以 ;1-5;1!6;1/为原点!01
的矢径坐标为

A01’ -501> 5;1/$< -601> 6;1/B $

’"= -3> ?5/$< -,> ?6/B $ -#C/
式中!?54?6是由 ;424D4E4F的坐标决定的常数!

34,是由01421-或042/的相对栅格位置决定的常
数G在畸变图像中取极坐标系以 ;-5;!6;/为原点!
对应特征点 0的矢径坐标为

A0’ -50> 5;/$< -60> 6;/B $ -#H/
因此!A01与 "成正比例而 A0保持为常数G当理想栅
格边长取为 "#时!令 A#’A01!有

A0#’%#*<%##A#<%#$A$#<+<%#,A,# -#I/
当理想栅格边长取为 "$时!令 A$’A01!有

A0$’%$*<%$#A$<%$$A$$<+<%$,A,$ -#J/
若 "#’K"$!则相应地 A#’KA$!而 A0#’A0$!比较

式-#I/4式-#J/中的各阶系数!得

%$*’ %#*!%$#’ K%##
%$$’ K$%#$!+!%$,’ K,%#,

-$*/

或

%#&’ %$&LK&!&’ *!#!$!+!, -$#/
即式-#./成立G证毕G
因此可根据所期望得到的校正图像的分辨率大

小确定相应的理想栅格边长G
定理 M 径向校正函数的系数与校正图像的度

量成正比例G
证明 参见定理 #的证明!交换表示理想量和

畸变量的符号后!根据条件"#’K"$-即A0#’KA0$/和

A#’A$直接比较式-#I/4式-#J/得证G

NON 标定步骤
将栅格模板尽可能放置在与成象面平行的平面

中拍摄!栅格特征点应尽可能散布于图像各处G首

先!确定理想栅格的边长 "以及畸变或校正函数的
阶数 ,!并用适当的特征提取算法获得畸变图像中
的栅格特征点及其坐标!然后在估计畸变中心区间
内按以下 .步逐一试验每个可能的中心坐标值P

-#/找出离本次假设的中心 ;最近的且能构成
栅格的 .个特征点!求出相应的 ?54?6Q

-$/构造理想栅格特征点的图像!并求出理想
特征点的坐标Q

-R/以畸变中心为原点建立极坐标系!分别求
各畸变特征点和理想特征点的矢径坐标!获得特征
矢径对Q

-./求解根据式-I/或-J/所得的线性方程组得畸
变或校正多项式的系数!并计算记录相应的矢径均方
误差值Q或分别以理想矢径坐标和畸变矢径坐标为自
变量和因变量或反之!进行最小均方误差多项式拟合!
求出畸变或校正多项式的系数!并记录拟合误差G
最后!取所有试验值中使矢径均方误差达到最

小值的那个畸变中心位置作为其最佳估计!相应求
出的多项式系数作为畸变或校正函数的最佳估计G
为避免逐点试验畸变中心的庞大计算量!在具

体实现时!可先在图像中间部分较大范围内!以较大
的取值步长试验畸变中心的位置!然后在达到最小
误差值的位置附近较小一些的范围内!以较小的取
值步长试验!如此逐步缩小取值范围和步长!直至达
到所希望的位置精度G
因为特征点一般不会正好位于畸变中心!为了

满足 F-*/’*!应在特征矢径对集合中增加-*!*/G

S 实验与结论

图 $是通过鱼眼镜头摄下的两幅图像T#*U!可从

VWWXPLLYYYOZ[\]̂_O‘abLc‘Z_Wd̂bZeLfghLX]ai>
*$OVWbd获得G实验利用了 jZWdZk工具!并使用了
其提供的Xadlm\W函数G注意图像中的栅格不是正方
形的!这是因为拍摄该图的摄像机成像阵列纵横比
不等于 #!所以在标定时应将它考虑进去G
分别将畸变函数近似为 $4R4.和 @阶多项式G

图 R所示是仅用图像中间部分的特征点估计参数得
到的校正结果Q图 .所示是用几乎全部的特征点估
计参数得到校正结果!表 #是对应于图 .的标定结
果G最后!图 @给出了图 $的校正图像G
从示例以及其他若干实验图像的数据中可得出

以下结论P
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!"#畸变多项式的阶数对畸变中心位置没有显
著影响$但对校正结果有相当的影响$即 %阶拟合在
矢径较小和较大时的拟合误差都很大&’阶拟合时
特征点增加反而导致图像中部的校正误差增加$这

是因为强制矢径对!($(#对均方误差的贡献随特征
点数增加而降低&而 )阶和 *阶拟合由于余项减少
而使误差降低$都达到了满意的结果+使用更高的阶
数计算量将增加许多+

!,#标定模板 !-#待校正场景

图 % 畸变图像

!,#%阶拟合 !-#’阶拟合 !.#)阶拟合 !/#*阶拟合

图 ’ 用 "(*个特征点对模板校正结果$校正图像与原图大小一致+全图显示的是理想

栅格边长为 %(像素时的结果$白框内是理想栅格边长为 )(像素时的结果

!,#%阶拟合 !-#’阶拟合 !.#)阶拟合 !/#*阶拟合

图 ) 用 %)0个特征点对模板校正结果$校正图像与原图大小一致+全图显示的是理想

栅格边长为 %(像素时的结果$白框内是理想栅格边长为 )(像素时的结果

表 1 畸变中心和畸变函数的最佳估计值!234个特征点#

函数阶数
最小均方

拟合误差
畸变中心

畸变函数系数

(次项 "次项 %次项 ’次项 )次项 *次项

% (5’""6" !%6(57($%)*587# (5"7"8’ %5(%*7 9"5(80(
’ (5(’8(’% !%6(5*7$%)*5)"# (5(’67%0 ’5%6%6 9’5*))* "5’8(7
) (5("(*() !%6(5**$%)*5*(# 9(5("("8% ’57(08 9*506(0 )5’68’ 9"5%6*%
* (5("()(% !%6(5*6$%)*5*(# 9(5(""68" ’57))% 965(6)" )50%"6 9"56786 (5")678

’’)第 )期 孔 斌等:一种简单而精确的径向畸变标定方法

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       



!"#校正后的模板 !$#校正后的场景

图 % 校正结果!%阶拟合&理想栅格边长 ’(像素&)’*个特征点#

!)#所选特征点应尽可能分布于畸变图像各处

++图 ,所用的特征点较少且集中于图像中部-所
以在外围!特别是四角#矢径值较大的地方因没有数
据约束而产生了较大的误差.
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